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Abstract
A magic rectangle is a generalization of semimagic square. In this paper some
constructions of magic rectangles are presented.

Abstrakt
Magické obdlzniky st zovieobecnenim semimagickych Stvorcov. V praci st
uvedené niektoré originalne metody konstrukeii magickych obdlznikov.

Na obrazku 1 je nakreslena siet pavika pozostévajuca z troch devétu-
holnikov a deviatich lacovito usporiadanych vlakien, ktoré sa pretinaju
v 27 bodoch. V tychto bodoch je nakreslenych 27 kruzkov (kvapiek rosy).

Uloha 1. Do krazkov na obrazku 1 vpiste ¢isla 1,2,3,...,27 tak, aby
sucty c¢isel po obvodoch vsetkych 9-uholnikov boli rovnaké a zaroven aj
sucty na kazdom vlakne boli rovnakeé.

Praca vznikla vramci projektu KEGA ¢. 003KU-4/2013.
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Takato tloha (matematicky hlavolam) sa zvycajne riesi skusmo a dnes
mozeme do rieSenia zapojit aj vypoctovi techniku. Tazko by sme riesili
podobni tlohu, ak by siet pozostavala zo 100 dvestouholnikov.
Riesenie. Na obrazku 2 je tabulka, ktord pozostava z troch riadkov a
deviatich stipcov. Stcet ¢isel v kazdom riadku aj stlpci je rovnaky. Ak do
jednotlivych krizkov siete paviika vpiSeme prislusné ¢isla, tak dostaneme
rieSenie ulohy 1. Ako vznikla tato tabulka sa dozviete neskor.

4 18 | 20 | 13 | 27 2 22 9 11
21 ) 16 3 14 | 25 | 12 | 23 7
17 | 19 6 26 1 15 8 10 | 24

OBR. 2

Ulohu 1 mozeme zovieobecnit. Nech sief paviika pozostava z m kruz-
nic a n lucovitych vlékien. Taktto siet budeme oznacovat S(m,n).
Symbolom 7 (m,n) budeme oznacovat obdlznik, ktory sa sklad4 z m.n
buniek usporiadanych do m riadkov a n stipcov.

Uloha 2. Do krtizkov siete S(m, n) vpiste vietky prirodzené &isla z mno-
ziny {1,2,...,m.n} tak, aby sucty ¢isel po obvodoch m-uholnikov boli
rovnaké a aj stcty na vSetkych vldknach boli rovnaké.

Siet pavika, ktora sa da takto ohodnotit, nazyvame magickd siet a
toto ohodnotenie nazyvame magické. V tejto praci sa budeme zaobe-
rat niektorymi dvojicami parametrov m a n, pre ktoré Uloha 2 maé,
respektive nema riesenie.

Definicia. Magickyj obdlznik M,,, ,, tadu m, n je obdlznik T (m,n), do bu-
niek ktorého si vpisané vsetky prirodzené ¢isla z mnoziny {1,2,...,m.n},
pric¢om sucty c¢isel v kazdom riadku st rovnaké a aj stucty v kazdom stlpci
su rovnakeé.

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze m < n. Z definicie
bezprostredne vyplyva, Ze existuje M;; a neexistuje M, , pre Ziadne
n > 2.

Magicky obdlznik M,,,, je vytvoreny z m.n buniek, ktoré oznacu-
jeme m(i,j) pre 1 <i<m, 1 <j<n,

Ak m = n anavySe aj sucty ¢isel na oboch diagonalach st rovnaké, tak
magicky obdlznik M, ,,, nazyvame magicky stvorec radu m. Na internete
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(a aj mnohych ¢lankoch, pozri napr. [1], [2]) st uvedené konstrukcie ma-
gickych stvorcov radu m pre vSetky prirodzené ¢isla m # 2. Z existencie
M,,,.» vyplyva magické ohodnotenie siete S(m,m).

Stcet vietkych &isel magického obdlznika M,,, je

ot .. mn(mn+1)
T—ZZm(z,j)_#.

i=1 j=1

a sucet Cisel

Stcet vietkych isel v kazdom riadku M, , je p = "o+l

. P 1

v kazdom stlpci je o = %

Veta 1. Ak jedno z ¢isel m,n je parne a sucasne druhé nepérne, tak
neexistuje M,,, ,,.

Doékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze m je parne
¢islo a m nepéarne. Sucin n(m.n+ 1) je nepéarne ¢islo a preto o nie je celé
¢islo. Toto nie je mozné, lebo o je sucet celych ¢isel. [

Veta 2. Magicky obdlZnik M 91, existuje pre vsetky k > 2.

Dokaz vety urobime popisom konstrukcie prislusného magického obdlz-
nika Mjy 9. Do prvého riadku tabulky 7 (2, 2k) vpiSeme postupne ¢isla
1,2,3,4,...,2k a do druhého riadku 4k, (4k — 1), (4k —2), ..., (2k + 1).
Suéty ¢isel v kazdom stlpci (ale nie v riadkoch) budit rovnaké. Diferencie
dvojic ¢&isel v jednotlivych stipcoch su

{(4k — 1), (4k — 3),...,11,9,7,5,3,1}

a ich sucet je 4k%. Ak vymenime dvojicu &sel v j-tom stlpci, tak pri-
slusné diferencia zmeni znamienko a sucet sa zmensi. Musime ukazat, ze
moézeme priradit znamienka diferencii tak, ze ich sucet bude 0. Rozlisime
dva pripady:

Ak k je parne ¢islo, tak rovnaké sucty v riadkoch dosiahneme tak,
7e v stlpcoch 2,3,6,7,...,2k — 2,2k — 1 (t.j. v stlpcoch, v ktorych 2k
po deleni $tyrmi dava zvysok 2 alebo 3) navzéjom vymenime obe ¢isla
v prislusnom stlpci.

Ak k je neparne ¢islo, tak postupujeme podobne ako predtym, len s
tym rozdielom, Ze v poslednej Zestici stlpcov vymenime navzajom &isla,
v prvom a aj tretom stlpci. Prislusné diferencie st {—11,9, —7,5,3,1} a
ich sacet je 0. [0



250 Marian Trenkler

1 19 | 18 4 16 6 14 8 9 10
20 2 3 17 ) 15 7 13 | 12 | 11

OBR. 3. Magické obdfiniky M2’4, M276, M2710

Veta 3. Magicky obdlznik M,, ,, existuje pre vietky parne &isla m, n > 2.
Dokaz urobime popisom konstrukcie prislusného magického obdlznika.
Konstrukciu urobime matematickou indukciou. Prvy krok, konstrukcia
M,, » je popisana v dokaze predchadzajicej vety.

Pretoze n > m > 2 mozeme predpokladat, Ze uz sme zostrojili M,,_g ,,.
Doplnenim dvoch riadkov z tohto obdlZznika vytvorime M, -

Ku kazdému prvku M,,_, ,, pripo¢itame ¢islo 2n. K tejto tabulke do-
plnime dva riadky Ms,,, pricom ku vSetkym jej prvkom vacsim ako n
pripo¢itame n(m +1). O

Tento postup je demonstrovany v nasledujucej tabulke na obrazku 4
pre My 0.

11 (29 | 28 | 14 | 26 | 25 | 17 |18 | 19 | 21
30 |12 | 13 | 29 | 15 | 16 | 24 | 23 | 22 | 20

1 39 | 38 4 36 | 35 7 8 9 31
40 2 3 37 ) 6 34 | 33 | 32 | 10

OBR. 4. Magicky obdlznik My 10

Pozndamka. Ak m aj n su ¢isla delitelné styrmi bez zvysku, tak magicky
obdlznik M,,, , moézeme zostrojit nasledujucim sposobom. (Tato kon-
Strukcia je zovSeobecnenim znamej metoédy pre vytvaranie magickych
Stvorcov radu, ktory je delitelny Styrmi.)

Konstrukcia vychadza z tabulky 7 (m,n). Téato je simerna podla
dvoch osi, ktoré pretinaju stredy protilahlych stran. V prvom kvadrante
T (m,n) vytvorime Sachovnicu, ktora rozdeli jednotlivé policka na biele
a Cierne. Policka v ostatnych kvadrantoch zafarbime tak, aby ofarbenie
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bolo stimerné podla oboch osi. V druhom kroku do tabul'ky postupne na-
piSeme ¢isla 1,2,3,...,m.n. Na zaver navzajom vymenime vsetky dvo-
jice ¢isel, ktoré sa nachadzaju v polickach ¢iernej farby a st simerne
podla stredu.

Na nasledujicej tabulke obrazku 5 je magicky obdlznik M,gs.

1 31 3 29 | 28 6 26 8
24 110 | 22 |12 | 13 |19 | 16 | 17
16 | 18 | 14 | 20 | 21 | 11 | 23 9
25 7 27 ) ) 30 2 32

OBR. 5. Magicky obdlznik \Y P

Veta 4. Ak a, b su prirodzené Cisla a n = a.b > 2, tak existuje magicky
obdlznik M,,, -
Dékaz. Ak a = 1 najskor zostrojime T (n,n?), ktory sa skladé z n tabu-
liek T;(n,n), i = 1,2,...n. Magicky obdlznik M,, .2 urobime z T (n, n?)
v dvoch krokoch.

1. Do jednotlivych stvorcekov T;(n,n), pre vietky 1 < i < n, vpiSeme
¢isla z mnoziny R = {0,n2,2n2 3n% 4n?, ... (n — 1)n?} tak, aby kazdé
z ¢isel z R sa nachadzalo v kazdom riadku a stlpci prave raz a v ziad-
nych dvoch §tvorcovych tabulkich na tom istom mieste neboli rovnaké
¢isla. Toto je mozné urobit tak, Ze do prvého riadku 7Ti(n,n) vpiSeme
postupne 0,n2,...,(n — 1)n? a v nasledujicom riadku ich cyklicky po-
sunieme o jedno doprava. Takto vyplnime 7;(n,n). Do prvého riadku
T2(n,n) opiseme posledny riadok z 77 (n,n) a postupujeme ako vyssie.

2. Do stvoréeka v s-tom riadku a t-tom stlpci T;(n,n), i = 1,2,...,n,
vpiseme ¢&islo, ktoré je v s-tom riadku a t-tom stlpci v M, .

Ak s¢itame ¢isla priradené v oboch krokoch, dostaneme magické ohod-
notenie 7 (n,n?). (Na obrazku 6 je ukazana konstrukcia Mjg, pricom
sme zvolili n = 3, a = 1, b = 3. Zostrojeny magicky obdlznik M;, je
nakresleny na obréazku 2.)

4 19 |2 0 9 18 9 18 | 0 18 | 0 9
3|5 |7 18 | 0 9 0 9 18 9 18 | 0
8 |1 1|6 9 18 | 0 18 | 0 9 0 9 18

OBR. 6. Konstrukcia M3 g
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Ak a > 1, tak rozdelime M, ,,2 na a obdlZnikov pozostéavajucich z n
riadkov a bn stlpcov a tieto vlozime do T (an,bn). O

Veta 5. Ak M a M2 st magické obdlzniky, tak existuje magicky
obdlznik M, s, kde r =m.p as=mn.q.
Doékaz. Zostrojime tabulku 7T (r,s), ktora sa sklada z p.¢ zhodnych
tabuliek 7; j(m,n), kde 1 <i <pal < j < q. Konstrukciu magického
ohodnotenia urobime v dvoch krokoch.

1. Do kazdého stvorceka T; j(m, n) vpiSeme ¢islo (m?(i, j) — 1)m.n pre
vietky 7, 7. Symbolom m! (i, ), resp. m?(i, j) oznacujeme prvok v i-tom
riadku a j-tom stlpci MY, ., respektive M2 . Stcet vpisanych &isel je
rovnaky v kazdom riadku aj stlpci.

2. Do &tvoréeka v s-tom riadku a t-tom stipci tabulky T; ;(m,n) pre
vietky 1 <i<pal<j<gq, vpiSeme &isloz m!(s,t) pre vietky dvojice
s, t.

Ak séitame ¢isla, ktoré sme priradili jednotlivym Stvoréekom v oboch
krokoch, tak dostaneme M, ,. [

Na obrazku 7 je ukdzané, ako sa pouzitim dvojice magickych obdlzni-
kov M274 a M3’3 VytVOI‘i maglcky obdlZnik M6,12.

8 |1 |6

11716 |4 315 |7

812 315 419 |2
M, M; 3

57 | 63 | 62 | 60 1 7 6 4 41 | 47 | 46 | 44
64 | 58 | 89 | 61 8 2 3 5 48 | 42 | 43 | 45
17 123 |22 |20 | 33 |39 | 38 | 36 | 49 | 55 | 54 | 52
24 |18 |19 | 21 |40 | 34 | 35 | 37 | 56 | 50 | 51 | 53
25 |31 |30 |28 [ 65 | 71 | 70 | 68 9 15 | 14 | 12
32 126 | 27 |29 [ 72 |66 | 67 |69 |16 | 10 | 11 | 13

OBR. 7. Konstrukcia Mg 12

Poznamka. V jednotlivych dokazoch sme popisovali konstrukcie prislus-
nych magickych obdlZnikov a overenie spravnosti sme ponechali na ¢i-
tatela. Podobne, ako skugka spravnosti patri k rieSeniu tlohy, patri k
dokazu matematického tvrdenia aj dokaz spréavnosti konstrukcie.
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Z uvedenych viet vyplyva konstrukcia M,,, pre mnoho dvojic pa-
rametrov m,n, ale existuje aj mnoho inych dvojic, o ktorych nevieme
rozhodnut, ¢i existuje M,, ,,. Na obrazku 8 st uvedené M3 5 a Mj ;. Iste
ste si v8imli, Ze rieSenim tlohy 1 je Mj .

1 10 | 14 9 6 1 12 | 20 8 13 6 17
15 2 7 11 ) 14 2 10 | 21 ) 16 9
8 12 3 4 13 18 | 19 3 4 15 | 11 7

OBR. 8. Magické obdfiniky M35 a M3 7

Uloha 3. Zostrojte M3, pre niektoré d'alsie hodnoty parametra n > 11.

Bez dokazu, ktory presahuje ramec tohto prispevku uvadzame, Ze pre
vSetky neparne n > 3 existuje Ms,,.

Nakoniec uvedieme niekol'ko tloh, pri rieSeni ktorych mozete vyuzit
ziskané poznatky. Pouzitim uvedenych magickych obdlznikov mézete po-
moct rozpravkovym hodindrom a sformulovat aj dalsie varidcie uvede-
nych tloh.

Uloha 4. Pouzitim magického tvorca radu n dokéite, ze pre vietky
parne n > 4 existuje M,, o,,.

Uloha 5. V zakliatej krajine Sipkovej Ruzenky sa zastavil ¢as. Hodinari
zostrojili hodiny s troma roéznymi otacajucimi sa cifernikmi (pozri obréa-
zok 9), ktoré sice fungovali, ale ukazovali stale tu ista hodinu 51, ktora
bola stuc¢tom ¢isel (na ktoré ukazovali pevné rucicky) na troch cifernikov.
71y Rumburak v noci zmazal niektoré ¢isla a napisal na ich miesta x.
Dopliite zmazané ¢isla, ak viete, ze na cifernikoch boli vSetky prirodzené
¢isla z mnoziny {1,2,...,33}7
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Uloha 6. Zlepsovatelia upravili hodiny (nahradili vietky ciferniky no-
vymi cifernikmi) z tulohy 5 tak, Ze stale ukazovali 33 hodin. Viete, aku
upravu cifernikov urobili?

Uloha 7. Hodinari postupne upravovali hodiny vymenami cifernikov.
Viete aké ¢asy mohli ukazovat ich hodiny?
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